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Resumo: Este estudo foi realizado através da aplicagdo e implementacdo de
modelos mateméaticos, com o auxilio de softwares como o Wolfram e FTool. Com o
auxilio do Calculo Diferencial, utilizando o Teorema de Laplace e o método de
Variaveis Separaveis, foram analisados modelos para deflexdo méaxima em casos de
vigas bi apoiadas, engastadas e em balanco. Comparando os resultados obtidos
com o uso de softwares observou-se que os valores encontrados sdo bastante
similares. Os meétodos apresentados foram eficazes e praticos, reafirmando a
necessidade de que sejam usados como método de solucdo de problemas
relacionados a deflexdo de vigas. Tais métodos sdo importantes para facilitar o
entendimento na area que diz respeito a analise de estruturas, colocando o
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estudante frente a problemas praticos da realidade profissional e o capacitando a
soluciona-los.

Palavras-chave: Deflexdo de vigas. Equacdes Diferenciais. FTool. Wolfram.
Modelagem matematica.

Introducéao

No ramo da engenharia civil que engloba a concepcéo de construgdo e manutencéo
de variados tipos de infraestrutura, além do notorio cuidado com o meio ambiente,
percebe-se uma maior relevancia de certas disciplinas que a fundamentam, tais
como o Calculo Diferencial e a Fisica Mecéanica.

Uma das aplicacbes desses contetdos se encontra na area de Resisténcia
dos Materiais e Andlise de Estruturas. Embora o uso e o dominio do Célculo
Diferencial (JARDIM et all, 2015) seja de extrema importancia, percebe-se que no
ensino superior atual ndo é presente, no raciocinio do discente, nem na maioria dos
livros didaticos, o emprego de conhecimentos praticos, mas certamente eficazes.

Muitos discentes durante a graduacdo enfrentam grande dificuldade ao se
depararem com a aplicacdo de conceitos basicos necessarios para a analise de
diversas estruturas, como pontes, vigas e pilares. No caso das vigas, um importante
estudo esté relacionado com a deflexdo, que por definicdo representa uma alteracao
ou desvio da posicéo natural para um dos lados.

Segundo (RIOS, 1999) a viga é um elemento estrutural de ferro, concreto
armado ou madeira, grosso e longo, para construcfes. Estd sujeita a cargas
transversais e é responsavel por transmitir o peso das lajes e dos demais elementos,
como paredes e portas, as colunas. “Devido as cargas aplicadas as vigas, as
mesmas sofrem ndo sO tensdes normais e de cisalhamento, mas também
deslocamentos lineares dos pontos dos eixos das barras.” (CESAR, [ca.2010], p.1)

Ainda, de acordo com Sarturi (2014, p.22):

Apesar da utilizacdo de materiais de grande controle tecnoldgico e
resisténcia, 0s processos que ocorrem na natureza, como variagao
de temperatura, radiacdo solar e muitos outros, aliados a fatores
como acidentes, uso inadequado ou mesmo o0 envelhecimento
natural do material, provocam o0 processo conhecido como
deterioracdo estrutural [...] que gera diminuicdo da resisténcia da
estrutura, podendo levar a situagdes extremas [...]. (SARTURI,
2014, p.22)
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Para facilitar o estudo de tais deslocamentos este estudo propde o uso de
modelos matematicos associados a modelagem computacional, o que permitira uma
melhor visualizagéo, assim como uma melhor compreensao dos comportamentos de
certos materiais estudados em engenharia estrutural, aperfeicoando as relaces de
custo-beneficio da obra, evitando desperdicios, desgastes e acidentes
desnecessarios.

Este estudo foi realizado usando softwares em modelos matematicos,
mostrando como construi-los e elabora-los através do uso de conceitos basicos de
Célculo Diferencial. O software Wolfram foi usado como ferramenta computacional e

o FTool foi utilizado para a criagdo de graficos e diagramas.

Modelo

A deflexdo estatica v(x) de uma viga uniforme de comprimento L suportando uma

carga g(x) por unidade de comprimento satisfaz a equac&o de quarta ordem:

4

d%y
EI@=q[x]

1)
Onde:
E é o modulo de elasticidade de Young;
1é um momento de inércia de uma secdo transversal da viga; (ZILL &
CULLEN, 2001, p.28)

Viga engastada em ambas as extremidades

Para (LEET et all, 2010) vigas engastadas sao hiperestaticas e ndo possuem muitas
aplicacbes, sendo mais comumente vistas em estruturas metalicas. Apesar da
maioria dos casos serem de vigas hiperestéticas, as engastadas em ambos os lados

sdo pouco utilizadas e tem como caracteristica uma enorme causa de esfor¢o
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interno, principalmente ao dilatar devido a alteragbes climéticas, podendo sofrer
rachaduras danificando as obras.

A Figura 1 apresenta um exemplo de uma viga engastada em ambas
extremidades e com carga g(x) uniformemente distribuida em todo o seu
comprimento L. Neste caso, a deflexdo v(x) satisfaz a Equacdo (1) e pode-se

deduzir as seguintes condi¢gbes de contorno:

Figura 1 — Viga engastada com carga uniformemente distribuida

(x)
TTTTTTTTTIL  TTTTITTTII

£

rad

N

eIXOX «

y(0) = 0; ¥(L) = (0); y'(0) = 0;y'(L) = 0.

Usando as condicbes de contorno acima, observa-se que, como esta
engastada em ambos os lados, ndo havera movimento e nem variagcdo de
movimento. Logo, ¥(0), ¥(L) e suas respectivas derivadas serdo nulos. Aplicando a

transformada de Laplace na Equacéo (1) encontra-se:

EI(s*Y(s) - s3y(0) - s2y'(0) - sy”(0) - y”(0)) = ﬂ

Analisando as condicGes de contorno para v(0) e ¥'(0), pode-se concluir:

q(x)

El=

s*Y(s) - sy”(0) -y™(0)) = (2)

Dividindo toda a funcéo por s*, e considerando y"(0) = 4 e ¥""'(0) = B, entdo:

_A B ax)
Y(S) T3 + s EIsS (3)

Aplicando a inversa da transformada de Laplace, obtém-se a fungdo em

termos de x:
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@) = LG+ ST E R L

A 2 B 3 | aq(x)
zx +5x +24Er (4)

Pelas condigdes de ¥(L) = 0 e ¥'(L) = 0, a Ultima equacdo conduz ao sistema:

A, q(x ]
=L+ — Lﬂ + —
2 6 245’!
B , ql(x)
AL+ =L+ —1*=0
T 2 * 6El
qooL’ gL
Ao resolvé-lo, encontra-se 4 = 1367 € B= — S5z Logo, a funcéo

correspondente a deflexdo sofrida pela viga é dada por

q(x)f—zx: q(x)f—a q(x]x4
24E] 12E1 24E] (5)

y(x) =

Viga em balancgo

A viga em balanco (ver Figura 2) € uma viga de edificacdo “[...] engastada em uma
extremidade e livre na outra” (HIBBELER, 2004, p.199). Toda a carga recebida é
transmitida a um Unico ponto de fixacdo. E amplamente utilizada em diversas
aplicacbes como varandas, calcadas, telhados e em constru¢cdes mais notérias

como a Catedral de Brasilia.
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Figura 2 — Viga em balanco

q(x)

eixo X o }‘\B\;Iy

Considerando o ponto de engaste como L e a extremidade em balanco da

viga como ponto 0, obtemos as condi¢Bes de contorno:
Condic&o de contorno 1: ¥'(L) = 0.
Condicdo de contorno 2: y(L) = 0.

Durante os processos de integracdo, usa-se as condicdes de contornos ja
definidas para encontrar as constantes.

El d:}F =
dx? q(x)

(6)
Realizando a 1?2 integracdo em funcéo de x da Equacéo (6):
d
Elf d(é) = [ gxdx

Ef(dy)—qx:+c
dx) 2 1

()

Utilizando a primeira condi¢g&o de contorno para encontrar Cy:

v'(L) = 0,logo, quandox = L, g =

LZ
0=+ ¢,

2
ql?
C,= ——

2
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Substituindo a constante na Equacédo (7), obtém-se a expressao, que
caracteriza a declividade sofrida pela viga:

dx 2 2 (8)

Realizando a 22 integracdo em funcéo de x da Equacéao (8), obtém-se:
gx® qlL*x

Ely =2 _
Y=7%6 2

Encontrando C, utilizando a segunda condicdo de contorno definida:

+ C, 9)

v(L) = 0, logo ,quandox = L,y = 0.

gl® gqlL®
=——— 1
6 2 2
Portanto,
LE
Cﬂ = q_
273

Substituindo a nova constante na Equacao (9), obtém-se a expresséo para a

deflexdo méaxima;:

x® L’x qL?
Efy=q6 L.

(10)
2 3

('

L L. dy . ~
Pela teoria linear, a flecha v e a declividade P assim como o angulo

causado na deflexdo, séo expressas por (11) e (12), respectivamente:

Y=E1'6 2 '3
dy g {x* I* g [ x* I?
- =t 3=—(———),etambém 8 = arct —(———) 12
dx g EI W2 2 g[ ET 2 2 ] ( )
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Vigas bi apoiadas

As vigas bi apoiadas ou simplesmente apoiadas sdo aquelas com dois apoios, que
podem ser simples e/ou engastados. Estdo entre as estruturas mais simples e
comuns nas aplicacbes em problemas de engenharia. Seu comportamento dinamico
ndo-linear € bem conhecido e a maioria dos estudos de vibrag6es ndo-lineares em
vigas trata daquelas simplesmente apoiadas, ja que as vigas sob essas condicdes
de contorno apresentam solucdes lineares e nédo-lineares de forma e tratamento
mais simples que aquelas com outros tipos de apoio.

Pode-se encontrar tais vigas em pontes e longarinas, assim como automoveis
e construcdes em geral. Algumas bastante conhecidas como o Museu de Arte de
Séao Paulo, o MASP, com um véao de mais de 70 metros estendido sobre 4 pilares
(MASP, 2016)*. Existem famosos projetos como a Ponte Chacao no Chile que com
seus 2750 metros de extensdo, terd um vao de mais de 1000 metros entre seus
pilares. Embora prevista para 2020, essa ponte com certeza € um exemplo claro de
vigas bi apoiadas sendo utilizadas ao extremo e com perfeicdo (LOUZAS, 2014).

Abaixo segue a deducdo das equacbes de deflexdo méxima, também
chamada de flecha, numa viga isostatica com carregamento g(x) uniformemente

distribuido de comprimento L.

Figura 3 — Diagrama da forca q(x)

LT L L LT

5 5
| |

pa | b
b | b=

Figura 4 — Diagrama de Momento [M(x)]

! Sobre o Masp: histérico. (s.d.). Museu de Arte de S&o Paulo. Disponivel em: <

http://masp.art.br/masp2010/sobre_masp_historico.php>. Acesso em: 11 set. 2016.

Revista Cientifica Vozes dos Vales — UFVIM - MG - Brasi — N2 10 - Ano V - 10/2016
Reg.: 120.2.095-2011 — UFVIJM — QUALIS/CAPES — LATINDEX — ISSN: 2238-6424 — www.ufvim.edu.br/vozes




——

M(x) = %

Figura 5 — Diagrama de uma forgca concentrada, P=1kN

4

1.0kN

L L
2 2

Figura 6 — Diagrama de momento [m(x)]

¥
§>.

m(x) = Y

A curva formada no diagrama de forca g(x) é chamada de flecha (Figura 3), e
representa a deformacéo sofrida pela viga ao receber influéncias de forcas externas
(LEET et al., 2010). O comprimento L foi dividido em 2 para especificar o vértice da
curva e o centro da viga. E nesse ponto que se encontra a flecha maxima, ou seja, a

maior deflexdo sofrida pela viga por uma forga qualquer.

A curva do diagrama de momento (Figura 4) € uma funcdo de segundo grau

. qlx gx® L - L.
descrita por M(x) = - T e 0 momento quando X = S (deformacao maxima

LZ
da flecha) é q?. No diagrama de momento da forgca concentrada (Figura 6),

observa-se uma Unica for¢ca no centro, entdo é facil de presumir que o grafico sera

formado por retas lineares. Logo, a funcédo de primeiro grau sera determinada por
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Px L
, temos que m(x) = - Epaa S=x<= L, tem-se

Lo ~ . L .
Novamente o ponto maximo da deformagao Sera em E € 0 momento maximo

m(x) sera Z—L . Neste caso a forca é P = 1kN, Assumindo We = Wi:

_ (FM)m(x)
F}’ = J; (T) dx (13)

Para facilitar os calculos divide-se o intervalo em dois, obtendo assim uma

integral com o intervalo de 0 até

B3|

.Com o0 intuito de balancear o resultado,

multiplicar-se a nova integral por 2:

py =2 [[ (M), 0
. El

Onde 'P'é a forca de valor unitario, ‘v'é o deslocamento da flecha a ser
encontrado, M(x) e m(x)sdo as fungbes de momento jA& mencionadas, o
‘E’ corresponde a elasticidade do material da viga, e o T'é o momento de inércia.

Nesse caso genérico, tanto o ‘E' quanto o ‘I' serdo considerados constantes.

Retirando as constantes da integral:

L
Ely =2 sz(x]m(x]dx
0

Substituindo as equacdes de momento:

L L*
Ely =2 L (%—q’; )G)dx

Resolvendo a Integral definida:

b | B

g &+
Ely =2 [qif — %] (No intervalo de 0 até é)

Aplicando o intervalo na variavel e simplificando o 2’:
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1# 1#
. U
- 43 128

Realizando o minimo multiplo comum e isolando o ‘¥, obtemos:

y(max) = (15)

A Equacéo (15) é a equacéo geral para o calculo de flecha maxima numa viga

isostatica e bi apoiada.
Metodologia
Utilizando as equacbes de momento e deflexdo apresentadas na secéo

anterior, determina-se a deflexdo maxima de uma viga bi apoiada com os seguintes

dados apresentados na Tabela 1:

Tabela 1 — Dados da viga Bi apoiada

Tipo de apoio Bi apoiada
Tipo de carga Carga distribuida
Valor da carga (q) 113 N

T
Comprimento da Viga (L) 1,2m
Mddulo de Young (E) 207 GPa
Secéo transversal Viga em |
Altura da secao 0,0508 m
Largura da secao 0,0127 m
Altura da parte interior 0,0457 m
Espessura interior 0,0025 m
Inércia de momento 57935 x 107 m*

Fonte: Dados obtidos no Wolfram
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O material que compde a viga € aco, como representado pelo Médulo de
Elasticidade de Young (E) (HIBBELER, 2004). Analisando a Figura (3), pode-se
efetuar os calculos de reacdes de apoio dos eixos. Para isso, € preciso estabelecer
0s pontos de referéncia e os eixos. Considerando a distancia do ponto 4 ao ponto
Bcomo L, o eixo cartesiano X nessa mesma horizontal, e o eixo ¥ na vertical
perpendicular a viga, pode-se estabelecer algumas condi¢cdes de contorno que serao
Uteis na deducédo das equacdes.

Para calcular as reacdes de apoio, analisa-se o comportamento das forcas e
cargas na viga. Tem-se uma carga distribuida q(x) voltada para baixo, entdo optar-
se por definir o referencial negativo para baixo, em direcdo ao movimento de
deflexdo da viga. Nos pontos 4 e E, 0s apoios se comportam de maneira contraria a
carga q(x), aplicando uma forca para cima, ou seja, sentido positivo do referencial. O
referencial do momento serd assumido como positivo para o sentido anti-horario.

Assim pode-se eshocar a equacédo das forcas resultantes em ¥

=0
A, +B,—qL = (16)
Z M, =0
B,L—qlL G) =0 4

Logo,

Que correspondem as equacdes das reacdes de apoio nos pontos A e E. Pela

equacdo (1) pode-se obter, as funcdes correspondentes ao cortante (V), ao
. . dv - ~
momento (M), a inclinacao o €2 deflexdo v. Integrando uma vez, obtém-se o

cortante V':
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qL 18
Ve =L —ax "o

A partir da segunda integral, encontra-se a equacdo do momento em vigas bi
apoiadas:
qlx gx? (19)

Mo =57

Pode-se estabelecer condicbes de contorno nos pontos 4 e E para analisar a
partir da equacdo de momento, pois 0 proOximo passo sera determinar a inclinacéo
fornecida pela razéo entre a variacao de vy pela variacao de x. Considerando A como
0 ponto inicial, temos que em 4, x = 0,y = 0. EemEBx = L,y = 0. Ao integrar

pela terceira e quarta vez, obtém-se duas constantes desconhecidas que serao

encontradas utilizando a condi¢cdo de contorno mencionada:

dy gqlx* gx?® (20)
'“%“" 32 & &

Lx® Lx* 21

Ely = qlE — q24 +Cx+ G, e1)

Em4,x = 0,y = 0., obtemos que C, = 0.

qL®
24’

EmEB,x = L,y = 0., obtemos que £y = —

Assim a inclinacéo e a deflexdo séo representadas pelas seguintes fungoes:

dy qLx* gqx? gqI? (22)

dx 4EI 6EI 24EIl

glx® gqx* gLx? (23)
'|.‘:|' = —_— —
B 12El 24EI 24EI
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Resultados

Através das formulas deduzidas pode-se determinar de forma simples e precisa o
comportamento de diversos tipos de viga sob a acdo uma carga. Na Tabela (1)
estdo descritas as informacdes de um exemplo aplicado. O exemplo em questao diz
respeito a uma viga em 'I' feita de ago. Para cada material as constantes do médulo
de elasticidade de Young (E)e do momento de inércia (I) assumem valores

diferentes.

Utilizando a Equacgdo (15) para o célculo da deflexdo maxima, a partir dos

valores inseridos na Tabela 1, encontra-se a seguinte expressao:

N
5(113 )(1.2m)*

N
oy

y(max) =

384(2,07 x 10— )(5,7935 x 10~%m*)

y(max) = 2,544 x 107° m
oLl
v(max) = 0,02544 mm
Por ser uma carga distribuida uniformemente ao longo da viga (ver Figura 7),

~ . e , L
o valor de X em que essa deformacdo maxima ocorrera sera em - =0,60m. O

&

diagrama abaixo gerado pelo Ftool demonstra a exatiddo do célculo e o

comportamento da deflexao:
Figura 7 — Flecha maxima pelo Ftool

~ ~ M

x=060m L= 1.20m - Dx 0.0000 00 mm Dy: -0.02 5447 mm

Como falado anteriormente, em muitas aplicacbes da engenharia, €

necessario analisar e compreender o comportamento dos materiais utilizados e
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estudados. Com estes dados e softwares adequados, € possivel um
dimensionamento correto e uma escolha adequada do material para uma
construcdo. Neste trabalho foi possivel determinar a deflexdo ao longo de um eixo,
facilitando a compreensdo do comportamento da viga bi apoiada. Os programas
utilizados, como o Ftool e o Wolfram, séo de extrema importancia para determinar as
equacdes e diagramas necessarios para a resolucdo dos problemas, favorecendo

uma exatidao no calculo e na obtencéo dos resultados.
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